Faculte des Sciences et Techniques de 

Mohammedia 


Fonctions de plusieurs variables 

et calcul integral 


Pour etudiants du parcours MIP 


30 octobre 2013 


Par: Dr. Mohammed HARFAOUI 


Table des matieres 


M.Harfaoui 


mharfaoui04@yahoo.fr 


2 


Elemnents sous droits d’auteur 


Table des matieres 


1 Fonctions de plusieurs variables 5 

1.1 Introduction 5 

1.2 G&eralite, et definitions 6 

1.2.1 Fonctions numeriques 6 

1.2.2 Domaine de definition 6 

1.2.3 Graphe d’une definition 7 

1.2.4 Fonctions partielles 10 

1.3 Notions de topologie dans M"' 10 

1.3.1 Vecteurs et normes euclidienne dans M” 10 

1.3.2 Norme sur I’espace vectoriel M” 11 

1.3.3 Distance sur I’espace vectoriel 11 

1.3.4 Boule et sphere associees a une norme 12 

1.3.5 Normes classiques dans M"' 12 

1.3.6 Quelques proprietes element aires 14 

1.4 Limite et continuite des fonctions numeriques de plusieurs variables 15 

1.4.1 Limite et continuite d’une function en un point 15 

1.4.2 Gontinuite d’une function sur un ouvert 18 

1.5 DCTivees partielles et differentielle totale 19 

1.5.1 Derivees partielles d’une function de plusieurs variables 19 

1.5.2 DiffCTentielle totale d’une fonction de plusieurs variables 22 

1.5.3 Derivee d’une fonction composee 25 

1.5.4 Derivees partielles d’une fonction composee 25 

1.6 Fonctions homogenes et theorene des fonctions implicites 27 

1.6.1 Fonctions homogenes 27 

1.6.2 Theoremes de fonctions implicites 29 

1.7 Formules de Taylor et developpement limite 32 

1.7.1 Formule de Taylor d’une fonction de plusieurs variabes 32 

1.7.2 Developpement limite 34 

1.8 Optimisation et calcul des extremums 35 

1.8.1 Extrmums fibres 35 

1.8.2 Extremums lies 42 

1.8.3 Etudes d’extremums sur un ferme 46 


3 


Citations 


M.Harfaoui 


Citations lEnseignement : 


L’enseignement est un habit tout fait et pas un habit sur mesure. 

On n’enseigne pas ce que I’on sait ou ce que I’on croit savoir : on n’enseigne et on ne peut enseigner 
que ce que Ton est. 

Quand une sociae ne peut pas enseigner, c’est que cette soci^e ne peut pas s’enseigner. [Charles 
Peguy] 

La science, c’est ce que le pere enseigne a son fils. La technologie, c’est ce que le fils enseigne a son 
papa. [Michel Serres] 

Pour I’enseignant il ne s’agit pas d’aimer ou de d^ester, il s’agit avant tout de ne pas se tromper. 
[Andre Levy] 

Une sociae qui n’aime pas ses enseignants est une sociae qui n’a pas compris le defi de la mon- 
dialisation de demain. 

[Valerie Pecresse] 


Citations : mathematiques 


Dieu a cree les nombres, le reste est I’oeuvre de I’homme. 

Si I’esprit d’un homme s’egare, faites-lui ^udier les mathematiques car dans les demonstrations, 
pour peu qu’il s’ecarte, il sera oblige de recommencer. 

Il y a des sciences bonnes dont I’existence est necessaire et dont la culture est inutile. Telles sont 
les mathematiques. [Joseph Joubert] 

Les mathematiques sont une gymnastique de I’esprit et une preparation a la philosophie. [Isocrate] 

La musique est une mathematique sonore, la mathematique une musique silencieuse. [Edouard 
Herriot] 

Dieu n’est pas I’eternite, il n’est pas I’infini, mais il est eternel et infini. Il n’est ni la duree ni 
I’espace ; mais il a existe de tout temps et sa presence est partout. [Isaac Newton] 

La vie n’est belle qu’a etudier et a enseigner les mathematiques. 
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Chapitre 1 

Fonctions de plusieurs variables 

1.1 Introduction. 


L ’etude des fonctions de plusieurs variables commence au 18e siecle mais ses fondements solides 
ne sont poses qu’au debut du 20e siecle. La notion de derivee partielle est connue a la fin du 17e 
siecle, mais les premieres equations aux derivees partielles n’apparaissent qu’a partir de 1740 dans des 
problemes de mecaniques. 

Deux mathematiciens sont consideres comme les peres des derivees partielles. Tout d’abord , le 
frangais CLAIRAUT Alexis-Claude (1713-1765) en 1747, puis le suisse EULER Leonhard (Bale 1707 - 
Saint-Petersbourg 1783) dans son traite Institutiones calculi differentialis de 1755. Ils etudient ce que 
I’on nomme maintenant, la differentielle totale pour des fonctions de deux variables reelles : 


df{x,y) = ^{x,y) + ^{x,y). 

Au 18e siecle, les mathematiciens doivent apprendre a maitriser des equations d’ordre superieur 
lorsqu’ils se consacrent aux problemes de la Mecanique des corps deformables, de la theorie de 
I’elasticite et de I’hydrodynamique. Les derivees partielles secondes apparaissent notament lors de 
la fameuse etude de I’equation aux cordes vibrantes qui, avec celle de la propagation de la chaleur, 
donna naissance a la theorie des series de EOURIER (1768-1830). Le frangais D’ALEMBERT Jean Le 
Rond (Paris 1717 - Paris 1783) a le premier donne en 1747, une solution de ce probleme qui se ramene 
a I’integration de I’equation aux derivees partielles (avec d’autres notations) : 


dt“^ 


{x,y) 



(x,y)- 


Exemples : 

La temperature, la pression comme fonction de la position sur une carte : function de deux variables 
X et y. 

L ’altitude en un point d’une carte : fonction de deux variables x et y. 

La temperature, la pression en chaque point d’une piece (en trois dimensions) : fonction de trois 
variables x, y et z. 

Le volume d’une boite en fonction de la hauteur, de la largeur et de la profondeur : fonction de 
trois variables H et L et 1. 
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On vent generalise! pour ce type de fonctions les notions et resultats etudies pour les fonctions 
reelles de la variable reelle vues, a savoir : regularite (continuite, derivabilite...), existence d’extrema 
locaux ou globaux pour les fonctions a valeurs dans M, integrabilite... Pour cela, 11 sera necessaire de 
precise! certains outils topologiques deja plus ou moins abordes pour I’etude des fonctions de M dans 
M : norme, distances associee, ouvert, ferme, notion de limite... 


1.2.1 Fonctions numeriques. 


Definition 1.2.1 

On appelle fonction numerique de plusieurs variables toute applieation f d’une partie 11 de 
IR” dans IR qu ’on note : 

f : O CWC’ : X = {xi,X2, ...Xn) ^ y = f{x) = f{xi,X2, ...Xn). 


Exemple 1.2. 1.1 


1 . / : 
2 . / : 

3. / : 


IR : (x, y) /(x, y) = x'^ — y + 2 est une fonetion de deux variables. 


■ {x,y,z) f{x,y,z) = 


x‘^ + z-2 , 2 , ^2 


x^ + 1 


+ ?/^ + — 1 est une fonetion de trois variables. 


_|_ 2 

: (x, y, z, t) fix, y, z, t) = ^ est une fonetion de quatre variables. 

x^ + + 2 


1.2.2 Domaine de definition . 


Definition 1.2.2 

Le domaine de definition d’une fonetion numerique de plusieurs variables f est V ensemble Df 
defini par : 

Df = {(xi, X2, ...Xn) G n : /(xi, X2, ...Xn) G ]R}. 


Exemple 1.2. 2.1 1. f : IR^ ^ IR, (x,y) ^ -sj\ — x^ + ?/. 

Df = {{x,y) G 1R^,1 — x^ + ?/ > 0 } e’est done la partie au-dessus de la parabole d’equation : 
y = x^ - 1 (fig. 1.1). 

2. / : n C IR^ ^ IR, (x, y, z) (ln(l — x^ — y^ — z^))^/z. 

Df = {{x,y,z) G H, 1 — x^ — >0 et z > 0 } e’est done I’interieur de la demi-sphere 

superieure sans sa frontiere (fig. 1.2).^ 
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1.2.3 Graphe d’une definition. 

Rappel. Le graphe d’une fonction d’une seule variable : 
r / : [o, 6] C IR ^ IR 
\ x^y = f{x) 

est une partie de M definie par : 

Cf = {{xy) e Df \y = f{x)}. 

Definition 1.2.3 Soit Q une partie de M” ei / : 11 — > M, (x±,X 2 , ■■■Xn) — > f{{xi,X 2 , ■■■Xn) de domaine 
de definition Dj ; le graphe de f est la partie, notee Gj de IR"”''^, definie par : 

Gf = {{xi,X2, ...Xn, z) G lR"+\ {{xi,X2, ...Xn) G Df, Z = f{xi,X2, ...Xn)}. 

Cas particuliers. 

1. Dans le cas d’une fonction d’une seule variable le graphe est une partie de IR^ et prend le nom 
de courbe. 

2. Dans le cas d’une fonction de deux variable le graphe est une partie de IR^ et prend le nom de 
surface. 

Utilisation de Maple. 

Pour les representation on utilise Maple, vous avez ci-apres quelques exemples : 

1. Sphere. 

> plots[implicitplot2>d\{suhs{x^ + — 4), x = —2. .2, y = —2. .2, z = —2. .2); 

2. Intersection d’un plan et une shere. 

> plot3d([2 — x^ — y^ ,2) — X — y], X = —Pi. .Pi, y = —Pi. .Pi, color = [blue, green])] 
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2 , 2,2 2 2,2 

C := X +y +z —a,x +y —a*x: 


plots[implicitplot3d]{subs{a = 5, — a =t= x), x = — 5..5, y = —5..5,z = 


Exemple 1.2. 3.1 

1. /(x, y) = X + y — 3. Gf = {(x, y, z) G IR^, (x, y) G et z = x + y — 3}, c’est done le plan de 
veeteur normal n(l, 1, — 1). 

2- f{x,y) = x^ - y^.( fig. 1.3) Gf = {{x,y,z) G IR^,(x,y) G IR^ et z = x^ - y^ }. 

3. /(x, y) = x^ + y^, avee x^ + y^ < 1. Gf = {(x, y, z) G IR^, (x, y) G IR^} et z = x‘^ + y“^ et 
x^ + y^ < 1}. Gf est done un eone de rayon de la base R= l(fig.l.4)- 


5..7); 


4. 


> plot3d{sqrt{4 — x^ — y^), x = —2. .2, y = —2. .2); 




Fig. 1.3 - /(x,y) = x^ - y^ 


Fig. 1.4 - f{x,y) = y^x^ + y^ 


— x^ — y^, G est la demi-sphere superieure avee sa frontiere, (fig. 1.5). 
5. f{x,y)=x‘^ + y‘^,Gf est une paraboloide, (fig. 1.6). 
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Definition 1.2.4 

Soit, / : 12 C IR”' — > ]R : X = {xi, X 2 , ■■■Xn) —>■ y = f{x) = f{xi,X 2 ,---Xn), une fonction de n 
variables. On appelle fonction partielle d’ordre i (ou fonction partielle) la fonction d’une 
seule variable en variant la coordonnee et en fixant les autres. Elle est definie par : 
fi :]a,b[c ]R" ^ ]R : Xi ^ fi{xi) = /(xi, ...,Xi, ...x„). 


Exemple 1.2. 4.1 Soit la fonction definie sur ]R^ — (0, 0) par : 


/ : ]R2 - (0, 0) ^ R : (x, y) /(x, y) = 


1 — cos{-\/ x“^ + y"^) 


x2 _|_ y2 


La premiere et la deuxieme fonction partielles de f sont : 

1 — cosiysj x^ + y^) 


1. f:M 

2. f:M 


]R : X ^ /i(x) = 

m : y ^ f2{y) = 


x2 _|_ y2 

1 — cos{\/ x‘^ + 

x2 _|_ y2 


, y fixe. 
, X fixe. 


1.3 Notions de topologie dans Mfi 

1.3.1 Vecteurs et normes euclidienne dans M” 

La distance usuelle entre deux points de ou vue dans les petites classes est ce qu’on appelle 
la distance euclidienne. On definit egalement ainsi la longueur d’un vecteur Ti, encore appelee la 
norme euclidienne de ce vecteur et notee || t? || : si 1? a pour composantes {ui et U 2 ) dans un repere 
orthonorme (O, i , j ), alors le Theoreme de Pythagore donne (figure 1.7) : || "u ||= 

Rappelons qu’en dimension 2, on identifie un vecteur Tt de coordonnees (rii et U 2 ) avec un point 
M du plan de coordonnees (ui,U 2 ) une fois fixee une origine O et ecrit : OM = "u . 

On geuCTalisera id cette identification en designant le point ou le vecteur de coordonnees (xi, ..., Xn) 
par X = (xi, ..., Xn) G M"". 

La norme euclidienne d’un vecteur x = (xi, ...,x„) € M^est definie par : 

II X ||2= \jx\ + ... + X^ 

Le produit scalaire de x = (xi, ..., Xn) avec y = (yi, ..., yn) est defini par 


x.y = xiyi + ... + Xnyn- 

On a en particulier || x || 2 = xAx. 

Inegalite de Cauchy-Schwarz : pour tout x et y dans M” 

I x.y |<|| X II . II y II 

avec egalite si et seulement si x et y sont proportionnels. 
Inegalite triangulaire : pour tout x et y dans 

I a: + y |<|| X II + II y II . 
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Definition 1.3.1 

On appelle norme sur M"' toute application 

N : M"" — > M"'' X — > AA(x), verifiant, pour tout couple {x,y) de M” x M” et tout scalaire A 
de M / 

1. Af{x) = 0 si et seulement si x = 0. 

2. N{Xx) =1 A I J\f{x), pour tout x G M"’. 

3. N{x + y) < Af{x) + Af{y) , pour tout x, y deMF. 


1.3.3 Distance sur I’espace vectoriel. 


Definition 1.3.2 

Soit E un espace vectoriel. On appelle distance sur E est une application d : E x E ^ M"*" 
qui verifient les trois axiomes : 

1. y{x,y) € E X E, d{x,y) = d{y,x) .(sy metric) 

2. y{x,y) ^ E X E, d{x,y) = 0 x = y . (separation) 

3. \/{x,y,z) G E^, d{x,y) < d{x,z) + d{z,y).(inegalite trianqulaire) 

L ’ensemble E muni de cette distance est dit : espace metrique et on note {E, d) 


Proposition 1.3.1 (distance surW’') 

Soit une norme M sur I’espace vectoriel M”. Une distance d sur M” par la formule suivante : 


Vx, 2 /GM”, d{x,y) =Af{x -y). 


D’un point de vue geometrique, la norme euclidienne || x || correspond a la longueur du vecteur x 
(ou encore a la distance du point x a I’origine). 

C’est a dire la longeur du vecteur reliant le point x au point y. La norme euclidienne n’est pas 
I’unique fagon de mesurer la taille d’un vecteur x. 
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1.3.4 Boule et sphere associees a une norme. 

Definition 1.3.3 

1. La boule ouverte de eentre a de M"' et de rayon r est : 

B{a, r) = {x G E/Af{x — a) < r} 

2. La boule fermee de eentre a de M"’ et de rayon r est : 

B{a, r) = {x G E/Af{x — a) < r} 

3. La sphere de centre a de M"' et de rayon r est : 

B{a, r) = {x G E/N{x — a) = r} 

4- Les boules ou les spheres de centre O de M"" et de rayon r = 1 sont appelees boules 
unitees ou spheres unitees. 


normes dans 


Representation des trois 


Definition 1.3.4 

Deux normes M et M' sont dites equivalentes s ’il existe a, P et 'y de U. tels que : 

aM < pM' < 


Exemple 1.3. 4.1 Dans M la fonction valeur absolue est une norme. 

1.3.5 Normes classiques dans M” 

On definit trois normes sur M"’ par : 

Pour tout X = (xi, ...,Xn) G 

n 

1. Nl{x)Ml{xi, ...,Xn) =11 (Xi, ...,Xn) ||l= ^ | | 

i=l 
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n 

2. M 2 {x) = A/' 2 (xi, ...,Xn) =11 (xi, ...,X„) ||2 = 

E-i 

\ 

i=l 


3. Afoo{x) = Moo{xi,...,Xn) = sup (| Xi |). 

l<i<n 

On verifie facilement que ces trois normes verifient les trois proprietes d’une normes. 
Exemple 1.3. 5.1 Representation des trois normes dans 



Proposition 1.3.2 

1. Les trois normes Mi{x), M 2 {x) et Moo{x) sont equivalentes. 

2. Routes les normes de M sont equivalentes. 


Definition 1.3.5 


Un ensemble U de M" 

est dit ouvertt si et seulement si pour tout x & U il existe r > 0 tel 

que : 



B{x,r) C U. 


Par convention ensemble vide 0 est ouvert. 

L ’ensemble des points interieur a E est appele interieur de E et est note E . 

o 

On verifie que E est le plus grand ouvert contenu dans E et que E est ouvert si et seulement si 


il est egal a son interieur. 

Definition 1.3.6 

Un ensemble E de M est dit ferme si et seulement si son eomplementaire = M"'\F est 
ouvert. 

Definition 1.3.7 

Un ensemble E C M” est dit borne si et seulement si il existe R > 0 tel que E C B{0,R). Un 
ensemble ferme et borne de M” est dit compact. 
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Dans M” un ensemble E est dit compact si et seulement si il est ferme borne. 


1.3.6 Quelques proprietes elementaires. 

1. Toute union finie on infinie d’ouverts est un ouvert. 

2. Toute union finie de fermes est un ferme. 

3. Toute intersection finie ou infinie de ferm& est un ferme. 

4. Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert. 

5. Les seuls ensembles a la fois ouverts et fermes sont 0 et M”. 

6. Un ensemble fini de points de M"' est ferme. 

7. E° CE CE. 

Remarqne 1.3.1 

Soit K un corps muni d’une valeur absolue, et non discret (par exemple le corps des reels ou des 
complexes. Tous les resultats presidents se generalisent sur Un K-espace vectoriel E dit norme E muni 
d’une norme definie par la mime definition. 1.3.1. 


Definition 1.3.9 

Un ensemble E est dit connexe si et seulement si il existe aucune paire d’ouverts (Ui,U 2 ) 
tels que E <zUiilU 2 et E C\U 2 et E C\U 2 sont disjoints. 

Autrement dit, E est connexe si on ne pent pas le separer en deux partie disjointes en I’intersectant 
avec deux ouverts. Dans le cas d’un ensemble ouvert, cela se traduit par la propriete intuitive suivante. 

Proposition 1.3.3 

Un ensemble ouvert U est connexe si et seulement si pour tout x et y dans U , il existe une ligne 
brisee contenue dans U qui les relie. 


Definition 1.3.10 

Un ensemble E est dit convexe si et seulement si pour tout x, y de E et t € [0, 1] on a 
tx + (l.t)y G E, i.e. le segment d’extremite x et y est contenu dans E. 


Remarque 1.3.2 On peut verifier qu’en dimension n = 1 les connexes et les convexes de M sont 
exactement les intervalles (de taille finie ou infinie). 

En revanche, en dimension n > 1 tout convexe est connexe mais la reciproque est fausse. On verifie 
aussi qu’une intersection finie ou infinie de compacts est un compact et de mime pour les convexes. 


Definition 1.3.11 

1. Soit un ouvert D de M” et a G D. On dit que D est etoile par rapport a a si [a, x] C 
D, Vx G D. 

2. D est etoile si D etoile par rapport a tous ses points. 
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Chapitre-1- Limite et continuite des fonctions numeriques de plusieurs variables. 




Fig. 1.9 - etoile par rapport au sommet et non ^ i i n -i ' ■ j. 

, r- JT-r- 1 IG. 1.1 L) - etoiie par rapport a tons ses points 

etoile 




Fig. 1.11 ~ connexe par arc non etoile 


Fig. 1.12 - Poincare Henri 


1.4 Limite et continuite des fonctions numeriques de plusieurs va- 
riables. 

On sail que la limite et la continuite en un point d’une fonction numerique d’une seule variable 
sont donnees par les definitions : 

(Ve > 0), {3rj > 0) tels que :| a: — xq |< ?? ^| f{x) — L |< e. 

(Ve > 0), {3rj > 0) tels que :| x — xq |< ?? ^| /(x) — /(xq) |< e. 

Ces definitions sont donnees par les valeurs absolues. Dans le cas des fonctions de plusieurs la 
notion de valeur absolue n’est plus valable et elle sera remplacee une notion jouant le meme role. On 
utilise alors la notion de : norme. 


1.4.1 Limite et continuite d’une fonction en un point. 

Soit {pk)k > 0 une suite de points (ou de vecteurs) de M"'. On dit que cette suite converge vers une 
limite p G M” si et seulement si pour tout e > 0, il existe ko tel que 

k>ko^ M{pk -p) <e. 

Theoreme 1.4.1 

F est ferme si et seulement toute suite de point de F qui eonverge a sa limite eontenue dans F. 
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Definition 1.4.1 

Soit f une fonction numerique de plusieurs variables definie dans un voisinage d’un point 
xq{xi,X2, sauf pent etre au point xq. 

On dit que f adniet une limite L en xq si : 

(Ve > 0), {3rj > 0) tels que /H x — xq ||< r/ f{x) — L |< 0, pour x = (xi, x„). 

ou II . II est I ’une des trois normes equivalentes. 
et on ecrit : 

lim f{x) = L 
x—>^xo 


Exemple 1.4. 1.1 Montrer que les fonctions suivantes admettent les limites 0 aux points donnees : 


1. f{x,y) = 


x^y^ 

\/x^ + y- 
x‘^sin{xy) 


OIL (xo,yo) = (0,0). 


f{x,y) = ■ -n- , - 2 ~ ^ {xQ,yo) = ( 0 , 0 ). 

x^ + y^ 


3- f{x,y) = 


9 

X y 


x^ + 

X = y et y = x'^). 


, oil (xo,yo) = (0,0). (passer aux coordonnees polaires puis aux directions 


Theoreme 1.4.2 

Si f admet une limite en un point a sur un voisinage Va de a alors sa restriction sur tout sous 
ensemble deVa admet la mime limite en a. On a : 

lim f(x) = lim f(x) 

X&Va^Xo xeV(^X0 

Corollaire 1.4. 1.1 

Si une fonction f admet une limite sur un ouvert alors f admet la mime limite par rapport a 
chacune de ses variables. 


Remarque 1.4.1 

La reciproque de ce theoreme n’est pas toujours vraie. 

( f(x.u) = -^y 

En effet soit la fonction definie par : 


sl-fx,y) / (0,0) 


’ ' 

/(x,y)=0, si :(x,y) = (0,0) 

Cette fonction admet la meme limite par rapport a chacune des variable au point (0,0). 

Car : lim/(x,0) = 0 et lim/(0,y) = 0, 

ai— y^o 

k 

mais lim f(x,kx) = lim = Cette derniere limite depend de k et 

(a;,fea:)^(0,0) (xjfcx)— >(0,0) (1 + K^)x^ 

done / n’a pas de limite. 

Proposition 1.4.1 


1 + 


Soient f et g deux fonctions admettant en xq les limites L et L' . Alors : 

1. Soient f + g admet en xq la limite L + L' . 

2. Soient af admet en xq la limite aL 

f L 

3. — admet en xq la limite si L’ ^ 0. 

9 L 
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M.Harfaoui Chapitre-1- Limite et continuite des fonctions numeriques de plusieurs variables. 

1.4. 1.1 Continuite d’une fonction en un point. 

Soit / une fonction numerique de plusieurs variables definie dans un ouvert de M”. 

Definition 1.4.2 

On dit que f est continue en un point xq si : 

(Ve > 0), {3r] > 0) tels que .‘H x — xq ||^| f{x) — /(xq) |< 0, pour x = {x±, ■■.,Xn) 

ou \\ . \\ est I ’une des trois nornies equivalentes. 
et on ecrit : 

lim f[x) = f{xo) 

X^XO 

Theoreme 1.4.3 

/ est continue en un point xq si et seulement si f admet une limite en xq et cette limite est /(xq). 

Remarque 1.4.2 

Dans le cas d’une fonction d’une variable reelle on sait que tout fonction continue a droite et a 
gauche en un point est continue. Cette propriete tomhe en defaut dans le cas des fonction de plusieurs 
variables. 

En effet, la fonetion definie sur par : 


2 

f(x,y)= 2I 4 ’ ’ 2/) / (o> 0 ) 

f{x,y) = 0, si :{x,y) = {0,0) 


est eontinue suivant toute direction passant passant par (0, 0) mais pas continue en (0, 0) (poser x = 

2 / 2 ). 
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Chapitre-1- Limite et continuite des fonctions numeriques de plusieurs variables. 

Autre exemple. 

On considere la fonction / definie par : 

1, siy = 0 

1, si(x — 1)^ + = 1 


f{x,y) = < 


1 , 


SIX' 


+ (y-ir = 1 


0, ailleurs 

Sur toute demi-droite aboutissant a (0,0), cette fonction a 1 pour limite 
( lim f{x,y) = 1 = /(0,0)), mais elle n’est pas continue en (0,0). 

(x,y)^(0,0) 


1.4. 1.2 Operation sur la continuite des fonctions de plusieurs variables. 

Proposition 1.4.2 Si f et g sont continues en xq et a alors : 


f + g, f.g et a f sont continues en xq. 
f 

2. si g(xo) / 0 alors — est continue en xq. 

9 

1.4.2 Continuite d’une fonction sur un ouvert. 

Soit / une fonction numerique de plusieurs variables definie dans un ouvert 12 de M„. 

Definition 1.4.3 

On dit que f est continue sur un ouvert O si f est continue en tout point de 12. 


Theoreme 1.4.4 

1. Toute fonction polynome est continue sur M”. 

2. Toute fonction rationnelle est continue sur son domaine de definition. 
Exemple 1.4. 2.1 Etudier la continuite de des fonctions f et g definies par : 


f{x 

y) 

x^y 

1 

2’ 

si, 

ix,y) 

/(o,o) 

f{x 

\ 

y) 

1 

“ 2’ 


si 

.•(x, y) 

= (0,0) 

(utiliser la 

norme (x. 

y) II 

2 ) 



1 fix 

y) 

x^(x + y) 

si 

;(x 

,y) + 

(0,0) 




\ fix 

y) 

= 0, 

si 

.•(. 

,y) = 

(0,0) 

(utiliser la 

norme (x. 

y) II 

1 ) 




Theoreme 1.4.5 

Si f est continue alors f est continue par rapport a chacune de ses variables separement. 
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M.Harfaoui Chapitre 1- Derivees partielles et diSerentielle totale 

1.4.2. 1 Continuite de la composee de deux fonctions. 


Theoreme 1.4.6 

Soil f une fonction definie continue sur un ouvert ^ deM. et g fonetion definie continue sur un 
ouvert n' de M telles que /(12) C O'. 

Si f eontinue en un point xq deVl et g est eontinue en /(xq) alors la fonction gof est continue en 
XQ. 


Exemple 1.4. 2. 2 

Donner le domaine de definition et etudier 


la eontinuite de la fonction f definie par : 


f{x,y) 


ln{ 



+ y'^ 


) 


1.5 Derivees partielles et differentielle totale. 

1.5.1 Derivees partielles d’une fonction de plnsienrs variables. 

1.5. 1.1 Motivation. 

Les fonctions de plnsienrs trouvent lens applictions en economie surtout. Pour une fonction de 
production de la forme P = f{K, L) = aK°^L^ (celebre fonction de cob-Douglass), on pent se demander 
de combien augmentera la production si I’un des facteurs augmente en gardant le second constant ? 

II s’agit de calculer la derivee par rapport au acteur qui varie et comme la fonction depend de deux 
variables on parlera de derivees partielles. 

Pour une entreprise si on cherche a minimiser le cout, il s’agit la encore d’etudier les derivees 
premieres et secondes partielles. 


1.5. 1.2 derivee partielle premiere ou d’ordre un. 

Soit / : C IR^ — > IR definie sur un domaine ouvert de IR^, et (xq, yo) un element de 11. 


Definition 1.5.1 

On appelle derivee partielle premiere ou d’ordre un de f par rapport a x au point {xQ,yo), 
notee : 

Qf 

- 7 ^(xo,yo) = L(xo,yo); derivee de la fonction : x — >■ f(x,yo) au point xq. Done 
ox 

df f ^ V f{x,yo)-f{xo,yo) 

■^{xo,yo)= lim 

ox x^xo X — Xq 

On appelle derivee partielle premiere ou d’ordre un de f par rapport a y au point (xo,yo); 
notee : 

Q j ^ 

i^(xo,yo) = f,,(xQ,yo), la derivee de la fonction : y — > f(xo,y) au point yo. Done 
ox ^ 

df f ^ 1 . f{xo,y)-f{xo,yo) 

-^{xo,yo) = lim 

oy y^vo y-yo 
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1.5. 1.3 derivee partielle seconde ou d’ordre deux. 
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Definition 1.5.2 

On appelle derivee partielle seeonde ou d’ordre deux de f par rapport a x au point {xQ^yo), 
notee : 

(9^/ d df /; 

i{xQ,yo) = ^{^){xo,yo) = f”{xo,yo), la derivee de la fonetion : 


5x2 


df, 


dx dx’ 


X — > 7 — (x,yo) au point xq. 
ox ^ ^ 

On appelle derivee partielle seeonde ou d’ordre deux de f par rapport a y au point {xo,yo), 
notee : 

5^/ d df n 

-^{xo,yo)=^{^){xQ,yo)=fy{xQ,yo), la derivee de la fonetion : 
df 

y — > -^{xo,y) au point xq. 
dy ^ ^ 

On appelle derivee partielle seeonde ou d’ordre deux de f par rapport a x,y au point {xo,yo), 
notee : 

d’^ f d df // 

]{xo,yo)=^i^){xo,yo) = fxy{xo,yo), la derivee de la fonetion : 


dxdy 


df, 


dx^ dy' 


X — > - 7 ^{x,yo) au point xq . 
dx ^ ^ 

On appelle derivee partielle seeonde ou d’ordre deux de f par rapport dy,x au point (xo,yo), 
notee : 

d"^ f d df 

:{xo,yo) = -^.i^)(xo,yo) = fyx{xo,yo), la derivee de la fonetion : 


dydx 


df. 


dy dx’ 


y — > ^(^ 0 , y) au point y^. 


Avec Maple 

Pour calculer les partielles on declare la fonetion par (par exemple) : 


> f ■.= {x^y, z)— > x^ — 2> * X * y * z + 

On aura / := (x, y, z) — > x^ — 3xyz + z^. 

Les fonctions derivees premieres par rapport a x,y, et respectivement 
>D[1](/);D[2](/);D[3](/); 


{x,y,z) ^ 2x - 3yz 
{x,y,z) -3xz+ 

(x, y, z) — > —3xy + 4z^ 


Les fonctions dCTivees secondes par rapport a x,y, et z respectivement 
D[i,j]{f) ^ D[i]{D[j]{f)); 

Par exemple par rapport a x, y on a : 

> D[l, 2 ](/); et le r&ultat est : (x,y,z) — > —3z 


Exemple 1.5. 1.1 Caleuler les derivees partielles d’ordre un et d’ordre deux des fonetions : 
1- f{x,y) = z = 


/(x,y) = z = 


ln{x — y + 1 ) 
X + y 
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Vous etes invites a le faire a la main. 


Chapitre 1- Derivees partielles et diSerentielle totale 


Reponse par Maple 
1. On declare la fonction : 

xy 

f ■= {x,y)~ > {x*y)/{x + y)] f := {x,y) ^ — r. 

(x + y) 

{x + y) {x + yY 


{x,y) 


(x + y) 


xy 

(x + y)2 


2. On declare la fonction : 


>/:= 


(x,y)- > 


ln{x — y + 1) 
(x + y) 


/ := {x,y) ln{x - y + l)/(x + y) 


{x,y,z) 


ix,y,z) ^ - 


1 ln{x — y + 1) 

(x-y + l)(x + y) (x + y) 

1 ln{x — y + 1) 


(x-y + l)(x + y) (x + y) 


Definition 1.5.3 

On dit que f est de classe sur un ouvert Id de IR” si les derivees partielles d’ordre k de f 
sont continues sur Id. 


1.5. 1.4 Derivee suivant un vecteur. 

Soient a un point de Id un ouvert de M” et Tl un vecteur de M”. Puisque contient une boule ouverte 
centree en a, la fonction : 


t — > /(a + t.li) 

est definie sur un voisinage de 0 dans M. 


Definition 1.5.4 

On appelle derivee de f en a suivant le vecteur u , et on note dfj^{a), la derivee (si elle existe) 
de la fonction t — > f{a + t.li) en 0, i.e. 


dfjtia) = lim 


/(a + d.'u) - /(a) 


Notons que d/^(0) existe toujours et vaut 0. 
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1.5.2 Differentielle totale d’une fonction de plusieurs variables 
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1.5.2. 1 Rappel. 

Soit / une fonction numerique d’une seule variable definie sur un intervalle I. Soit xq £ I et 
h = X — xq = Ax. 

On sait que sa derivee en xq est donnee par : 

/(xq) = ^(xq), done df{xo) = f'{xo)dx. 


On generalise cette definition dans M” de la fagon suivante : 


Definition 1.5.5 

Soit f une fonction numerique de plusieurs variables definie sur un ouvert un voisinage conte- 
nant xq = (x5, X 2 , x^). 

On appelle differentielle totale de f en xq, qu’on note df^Q, I’application lineaire de M” dans 
M definie par : 

{df)xo = Y.p-{xo)dxi. 
i=lOXi 


Cas particuliers : 

1. Dans : (d/)(Xo, ?/o) = 

2 . Dans : {df)(^xo,yo, zq) 


^{xo,yo)dx + ^{xo,yo)dy. 

= ^{xo,yo,zo)dx + ^{xo,yo)dy + 


dz 


{xo,yo,zo)dz. 


1.5. 2. 2 Differentiabilite dans M^. 


Definition 1.5.6 

Soit D un ouvert de et soit f une fonction / : D — > M. On dit que f est differentiable en 
{xo,yo) £ D s’il existe des constantes reelles a et b telles que : 


/(xo + h,yQ + k) - /(xo, yo) = ah + hk + e{h, k) et lim 




e{h, k) 


= 0 . 


Remarque 1.5.1 

Qf df 

On pent montrer que : h = 7^(xo,yo) et k = ——(xo,yo)- 

ox ox 


Remarque 1.5.2 

Pour montrer qu’une fonction est differentiable en un point {xQ,yo), on calcule les derivees par- 
tielles en ce point et la limite : 


/(xq + h,yo + k) - f{xQ,yo) - ah + bk ^ ^ 

(h,fc)^(o,o) 

Si cette limite est nulle la fonction est differentiable en ce point et de differentiable : 


Qf Qf 

{df)(Xo,yo) = -{xo,yo)dx-£ —{xo,yo)dy 
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1.5. 2. 3 Proprietes. 


Chapitre 1- Derivees partielles et diSerentielle totale 


Proposition 1.5.1 

Soil f : Q C"' — > M. et g : Q C IR” — > IR de classe sur I’ouvert Q de IR"'. Alors pour tout 
(a, (3) G ]R^ et tout a G O : d{f + g)a = dfa + dga 


Remarque 1.5.3 

La differentielle totale de z = f{x,y) est I’aeeroissement de z lorsque dx et dy tendent vers 0. 
dz ~ Az. 


On peut determiner I’erreur e(z) de z si on connait les variations dx et dy. 
En effet : 

dz = ^{xo,yo)dx+ ^{xo,yo)dy. 


dz |<| |^(xo,yo) \ - \ dx\ + \ |^(xo,yo) I • I 
ox oy 


ou 


df 


df. 


e{z) |<| ^(xo,yo) I • I £{x) \ + | — (xo,yo) | • | e{y) \. 


dx 


dy 


Exemple 1.5. 2.1 Soit /(x, y) = x“^ — xy + 2y"^ — 3x + 2. 


1. Caleuler df {1,2). 

2. En deduire I’erreur e(z) lorsque (x = 1 + 0.02 ou x = 1 + 0.02 ) et (y = 2 + 0.01 ou y = 1— 0.01 ). 

f fx{x,y) = 2x-y-3, 

1 fxi^^y) = -x + 4y 
I /;(i,2) = -3, 

I /x(l,2) = 7 

df{x, y) = (2x — y — 3)dx + {—x + 4y)dy done df {1,2) = —3dx + 7dy d’oii : 

I e{z) \< 3 I e{x) \ +7 | e{y) \< 0.27 


Proposition 1.5.2 

Si f est differentiable en un un point a alors f est eontinue en a 


Proposition 1.5.3 

Si f est differentiable en un point a alors f admet une derive suivant tout veeteur non nul if de 


Proposition 1.5.4 

Pour que f : O G M.'"' — > M soit differentiable en un point a, il suffit que f admette sur V, un 

df 

voisinage de a, n derivees partielles — — , toutes eontinues en a. alors f admet une derive suivant tout 

^ 

veeteur non nul u de 

Demonstration. 

V est un ouvert done il existe g>0, PcV, oil P = {x; Vj = 1, ...,n, \xj — Oj\ < g}. 


mharfaoui04@yahoo.fr 


23 


Elemnents sous droits d’auteur 


Chapitre 1- Derivees partielles et diSerentielle totale 


M.Harfaoui 


Pour /i G O, tel que \/j = 1, re, \h\ < rj, soit Vj = 1 < j < re et Vb = 0 

i=l 

n 

On a alors : /(a + h) — f{a) = /(a + V^) ~ /(« + ^ 7 - 1 ) 

i=i 

n ^ « n 

done : /(a + /i) - /(a) ~^hj — = ~ 


i=i 


avec 


df 


i=i 


: (fj :t ^ f{a + Vj-itej) - ^^(«) 


L’inegalite des accroissements finis appliquee a ipj sur [0,hj] donne : 

Q f 

\(fj{hj) — (/ 7 j( 0 )| < \hj\c avec (pj = sup |/(a + Vj-itcj) — t— — (a)| 

CJJb j 


done avec, par exemple. 


te[o,/ij 


= sup 

l<j<n 


\f[a + h) - f{a) < \\h\\'^Mj 

j=i j=i 

La continuite des derivees partielles en a donne : lim M,- 

h^0=l 

d f 

D’ou /(a + h)~ /(a) - Yl]=i = o{h) 


Proposition 1.5.5 

Pour que f : M"" 
classe sur U. 


dxj 


soit differentiable sur un ouvert U de M", il suffit et il suffit que f soit de 


Consequence. 

Si / est differentiable en un point a alors / addmet une derive parielle par rapport a chacune de 
ses variables. 


Remarque 1.5.4 

La reciproque de la proposition n’est pas toujours vraie. 

Exemple 1.5. 2. 2 

Etude de la eontinuite et la diffrentiabilite (0, 0) de la fonetion : 
2 

fix, y) = 2^ 2 ’ y) / (o> 0) 


f{x,y) = 0 , 


si :{x,y) = ( 0 , 0 ) 


Il est evident que la fonetion est continue en (0,0). 

t^ 

On a pour tout t, f(t(l, 1)) = 7 —^, et 

2.t‘^ 

lirn ^ ^ ^ = -. Done / est diffrentiable suivant le vecteur (1, 1) et on a : d(i,i)/(0, 0) = 


Et lim ^ Done / n’est pas diffrentiable en (0,0). 

t — ^0 t 5 2 

Attention : Une fonetion pent admettre des derivees partielles en tout point d’un ouvret sans 

xy 

qu’elle soit continue en un point de cet ouvert. Etudier la fonetion f(x,y) = ^5 k et /(0,0) = 0. 
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1.5.3 Derivee d’une fonction composee. 


Theoreme 1.5.1 

Soit f une fonction definie sur une partie ouverte D de admettant des derivees partielles 
continues sur D. On suppose que x et y sont des fonctions d’une seule variable definies et derivables 
sur un intervalle I deM. : 

X = ip{t) et y = if{t). 

Alors la fonction F definie sur I par : 

F{t) = f{ip{t),ip{t)) 

est derivable sur I et on a : 

F{t) = f'^{ip{t),'il){t))ip {t) + f'y{^p{t),ij{t))ij:' (t) 


1.5.4 Derivees partielles d’une fonction composee 
Theoreme 1.5.2 

Soit f : {u, v) — > f{u, v) une fonction definie sur une partie ouverte D de admettant des 
derivees partielles continues sur D. On suppose que u et v sont des fonctions de deux variables definies 
sur une partie ouverte U de admettant des derivees partielles continues sur U : u = (f{x, y) et 
V = if{x,y). 

Alors la fonction F definie sur U par : 

F{x,y) = f{ip{x,y),if{x,y)) 

admet des derivees partielles sur U definies par : 

f K{x,y) = fu{F{x,y),ip{x,y))(pUx,y) + fl{ip{x,y),if{x,y))i;'^{x,y), 

1 Fy{x,y) = fl{ip{x,y),'if{x,y))(p'y{x,y) + f'^{^p{x,y),'4){x,y))'if'y{x,y) 

Exemple 1.5. 4.1 Transformer I’equation suivante : 

{x + y)fx{x, y) + {x- y)f'y{x, y) = 0 

a I’aide des nouvelles variables : 

( tt = — 2xy, 

X v = y 


Exercice d’application 

Soit I’equation aux derives partielles : 
gj gj 

(E) : x-—(x,y) + y-—(x,y)= WaAfAfA fonction definie par : 

ox oy 

g{r,9) = (x,y) = (rcos0, rsin0). 

1. Donner I’equation aux d^ivees partielles {E') verifiee par : 

(p{r,6) = f{x,y) = /(r cos 0, r sin 0). 

2. R&oudre {E') puis (E). 
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iS) 


Corrige 

^ f ^ f 

1. On a pour tout (r, 6) G Ir, +oo[ x lO, 27 t[ , -^(r, 6) et 9) en fonction de t;— ( x, y) et -^(x, y) 

or oO ox Oy 

donnent : 

— (r,6/) = cos9. — {x,y) +sm9. — {x,y) 

d^i .X . . 9 / 3 / 

= -rs\nd—{x,y) + rcose^— (x,y) 

r cos 9-—(r, 9) = r cos^ 9.-—(x, y) + r cos 0 sin 9.--(x, y) 

Or Ox Oy 

d ^ f ^ J 

— sin 9^—(r, 9) = r sin^ 9^—(x, y) — r sin 0 cos 9^—(x, y) 

09 Ox Oy 

dip d f d f 

rsin 9-—(r, 9) = r sin 0 cos 9.-—(x, y) + r sin^ 9.-^(x, y) 
or Ox Oy 

dip d f dj 

cos 0— 7 r(r, 9) = —r cos 0 sin 9-—(x, y) + r cos^ 0^— (x, y) 

09 Ox Oy 

df df 

et pour tout (x,y) on a On resout le systeme (5) d’inconnues —(x,y) et —(x,y) on aura pour 

ox oy 

tout (x, y) : 

(x, y) = cos 9^{r, 9)-^ sin |^(r, 9) 

= ^cos0||(r,0)+sin0^(r,0) 


et 


et < 


d f dip 

X— (x, y) = r cos^ “ cos 0sin ~^{r, 9) 


19 


if ’ dr^^ 

y-—(x, y) = sin 0 cos 9-^(r, 9) + r sin^ 9-^ir, 9) 
Oy o9 Or 


2. On remplace dans I’equation (E) on aura : 

(E') r^(r, 0) = r ou (E') : ^(r, 9) = 1. On a done (pir, 9) = r + c{9) et fix, y) = a/x^ + 
Or Or 

cfarctan — ). 

X 


Theoreme 1.5.3 (Theoreme de Schwartz) 

d^f f 

Si les derivees partielles secondes ^ ^ et 


dydx dxdy 


dfi_ 

dydx 


(xo,yo) = 


sont continues en (xo,yo) alors 
d^f 


Demonstration. 

Soit la fonction : lo = /(a + hi,b + / 12 ) — /(a + hi, b) — f(a, b + /i 2 ) + f{a, b)) 

On pent traiter oj comme accroissement de la fonction (p{x) = /(x, b + /i 2 ) — /(a, b) et la fonction 
tpiy) = f{a + hi,y) — f{a, y), lorsque x varie de a a a + hi respectivement lorsque x varie de 6 a 6 + /i 2 - 
Pour la premiere fonction p on a : 

LO = (p{a + hi) — ip{a) = ip'{a + 9i.hi)hi 

= + i^2)]hi 


mharfaoui04@yahoo.fr 


26 


Elemnents sous droits d’auteur 


M.Harfaoui 


Chapitre 1- Fonctions homogenes 


^ df 

pour 0 < 01 < 1 . On applique le theoreme des accroissements finis a — par rapport a la deuxieme 

ox 

variable on aura : 

92 f 

w = r. r. {a + Oi-hi, b + 62-h2)h2hi 
oxoy 

avec 0 < 02 < 1 - 
La meme quantite u) donne : 
f 

UJ = + n.hi,b + T.h2)hih,2 

oxoy 

pour 0 < Ti < 1 et 0 < T2 < 1 . 

Lorsqu’on tend h\ et /12 vers 0 et on applique la continuite des derivees partielles secondes on aura 
le resultat. 


Corollaire 1. 5.4.1 

Soil f une fonction definie sur un ouvertU de 

92/ 92/ 

Si les fonctions derivees partielles secondes : ^ ^ et — — ^ sont continues sur U . 


dydx 
(92/ d“^f 

Alors pour tout {a,h) G U : (a, b) = ———{a,b). 


dxdy 


dydx 


dxdy 
M definie par : 


Exemple 1.5.4. 2 Soit la fonction : f :W 

f{x,y) = f ^,et {x,y) (0,0) /(0,0) = 0 

\Jn calcul elementaire donne : 

Par ailleurs, f admet des derivees secondes en tout point de 
d^f d^f 

fonctions ou n’est pas continue en (0,0). 

dydx dxdy 


— {(0,0)}, done I’une des deux 


1.6 Fonctions homogenes et theorene des fonctions implicites 

1.6.1 Fonctions homogenes 


Definition 1.6.1 


Une fonetion de deux variables z 

= f{x,y) est dite homogene d’ordre a si : 

Pour tout t > 0 ; 



f{tx,ty) = t°‘f{x,y) 


Exemple 1.6. 1.1 

1. La fonction definie par : 

est homogene d’ordre 3. 

2. La fonction definie par : 

est homogene d’ordre 0. 


z = f{x,y) = 3x2y - xy2 


z = f{x,y) = ln{^^) 
X + y 
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est homogene d’ordre -1. 


z = f{x,y) 


+ y 


2 


Proposition 1.6.1 

Si f est une fonetion homogene d’ordre a et admet des derivees partielles. Alors les fonetions 
derivees partielles sont homogenes d’ordre a — 1. 

Theoreme 1.6.1 (Theorems d’Euler) 

Soit f une fonetion admettant des derivees partielles eontinues sur un domaine D. Alors : 
la fonetion f est homogene d’ordre a si et seulement si 

x/x{x,y) + yfy{x,y) = af{x,y). 


Demonstration 

On a f{tx,ty) = t^f{x,y), on dCTive le premier et le deuxieme membre de I’egalite par rapport a 
t on aura : 

xf{tx, ty) + yf'{tx, ty) = at^~^f{x, y) 


et on remplace t par 1. 

Example 1.6. 1.2 

La fonetion definie par : 

x 

z = f{x,y) = xeV 

est homogene d’ordre 1 et on montre faeilement que : 

x/x{x, y) + yf'y{x, y) = f{x, y) 
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1.6.2. 1 Theoreme des fonctions implicites definies par une equation 
En route vers la definition 

Soit I’equation f(x, y) = 0, peut-on trouver y en fonction de x, c-a-d existe-t-il une fonction yp telle 
que y = ip{x)l 

Exemple 1.6. 2.1 

Soit f(x, y) = x'^ + y'^ — 1 et soit I’equation : 

/(x,y) = + - 1 = 0 (1) 

Alors /(x, ?/) = x^ + — 1 = 0 est equivalente a 

y = \/ —x’^ + 1 ouy = —\/—x‘^ + 1. 

Soit (xo,yo) ied que : /(xo,yo) = 0. 

La solution de I’equation (1) au voisinage de (xo,yo) ^st definie par : 

1. Si yo> t), on prend y = ip{x) = V— x^ + 1 

2. Si yo < 0, on prend y = </?(x) = — V— x^ + 1 


Theoreme 1.6.2 (Theoreme des fonctions implicites definies par une equation.) 

Soit f une fonetion de deux variables deelasse sur un ouvert U de et un point (xo,yo) £ U 
telle que /(xo,yo) = 0. 

Si /j. et fy existent et sont eontinues sur V et si fy{xQ,yo) / 0, alors II existe : 

- un voisinage Ixq de xq. 

- un voisinage Jxq de yo- 

- une fonetion cp d’une seule variable de elasse de Ixq dans Jyg 
tels que pour tout (x, y) G Ixq x Jy^ : 


f'y{x,y) + 0 


/(a:,y) = 0 


y = (t){x) 


De plus pour tout x G Ixq 


ip' {x) = 


f'x{x,p{x)) 

f'xy{x,p{x)) 


Definition 1.6.2 

La fonetion p ainsi definie est appelee fonetion implieite definie parune equation. 


Exemple 1.6. 2. 2 Montrer qu’il existeune fonetion p de elasse au voisinagede 0 telle que (/j(0) = 0, 
definie implieitement par arctan(xy) + 1 = exp(x + y). 

Donner le DL^ de f au voisinage de O.fOn trouve p{x) = — x — x^ — x^ + o{x^)) 
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1.6. 2. 2 Theoremes de fonctions implicites definies par un systeme d’equations 


Theoreme 1.6.3 

(Theoreme des fonctions implicites definies par un systeme d’equations.) 

Soit f une fonction de classe sur un ouvert U de M”" x M' dans M' et soit un point a = 
(cii , ci 2 ? Ofij \ , • •• 5 ft/i+p) telle que f ijf) — 0 et 


det 


dfi 

dxn+j -I l<*<p l<i<P 


7^0 


Alors II existe : 

- un voisinage U\ de (ai, 02 , a„). 

- un voisinage U 2 de {on+i, ■■■, On+p)- 

- une fonetion (p de elasse de Ui dans U 2 

tels que pour tout x = (xi, X 2 , Xn, Xn+i, •••, Xn+p) G Ui X U 2 ■' 


det 


' dfi 

- dxji+j 


(x) 




/O 


/(xi , X2 ) • •• ) Xn; Xn+1 ) •• • j Xn+p) — 0 \ (Xn+1 ; • • Xn+p) — </*(xi , X2 ; • ; Xn) 

oil (/>= ...^p). 

Exemple 1.6. 2. 3 Montrer que, au voisinage de (1,1,1), I’ensemble T : 


r = {(x, y, z) G M^/x^ + y^ + = 3, x^ + 2xz — y = 2} 


( y = ip{x) 

admet une representation parametrique dela forme ;< z = i){x) ( Considerer la fonetion /(x, y, z) = 

1 xGl 


(x^ + — 3, x^ + 2xz — y — 2)) 

Caleuler les derivees premieres et seeondes de ipet i) en l.(On trouve pi'il) = 1, 

+(i) = -2, +'(!) = -j.; 


14 

Y’ 


1. Montrer qu’il existe une fonetion ip de elasse C°° au voisinagede 0 telle que y?(0) = 0, definie 
implieitement par arctan(xy) + 1 = exp(x + y). 

2. Donner le DL^ de f au voisinage de 0. 

( On trouve <p{x) = — x — x^ — x^ + o(x ^) ) 


Exercice 1.6.1 

Soit f : E? ^ B? definie par /(x, y, z) = (/i(x, y, z), / 2 (x, y, z)) = (x^ — y^ + z2 — 1, xyz — 1) telle 
que /(1, 1, 1) = (0,0). 

Montrez qu’il existe un intervalle I contenant xq et une applieation ip : I ^ tels que ip{xo) = 
(yo, zq) et /(x, ip{x)) = 0 pour tout x G I. 


Corrige 1.6.1 

La fonetion f est de elasse ear ees eomposantes sont des fonetions polynomes. 
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Le jacobien 

9fi(. dfi 

“(/'■*)= ’ = 4 # 0 . 


D’apres le theoreme des fonctions implicites, il existe I intervalle contenant 1 et g : I ^ 'S? tel 
que f{x, (p{x)) = 0 pour tout x £ I et (p{l) = ( 1 , 1 ). 
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Toutes les fonctions considerees dans cette partie sont des fonctions de plusieurs variables reelles 
a valeurs dans M. 

1.7.1 Formule de Taylor d’une fonction de plusieurs variabes 

1.7. 1.1 Formule des accroissements finis 

Soit / une fonction de classe sur un ouvert 12 de IR^ (a, b) G 12, et {h, k) G IR^ tels que le 
segment [(a,b),(a+h,b+k)]. 

On considere la fonction g definie sur IR par : 

g{t) = /(a + th,b + tk) 

Alors : 

g {t) = hf^{a + th,b + tk)) + kfy{a + th,b + tk) 

D’apres la formule des accroissements finis dans IR appliquee a g sur I’intervalle [0,1], on a : 

II existe 6 g] 0, 1[ tel que : 

g{l)-g{0) =g\e) 

D’ou la D’apres la formule des accroissements finis dans IR^ : 

Theoreme 1.7.1 ( Formule des accroissements finis) 

II existe 9 G]0, 1[ tel que : 

f{a + h,b + k) = /(a, b) + hf^{a + 9h, b + 6k) + kfy{a + Oh, b + Ok) 


Application 

Soit / la fonction definie par : 
f{x, y) = e~yin{l + x). 

Calculer /(0, 2, 1, 05) 

Corrige 

, e~y 

On a : ffix, y) = — — et / (x, y) = -e ^ln{l + x) 

1 + X ^ 

Et on a : /(O, 2, 1, 05) = /(O; 1) + 0, 2/,[,(0, 16», 1 + 0, 050) + 0, 05/' (0, 10, 1 + 0, 050) 

Done : /(O, 2, 1, 05) = ln{2) + e{0), on e{0) est I’erreur commise 

1.7. 1.2 Formules de Taylor 
Theoreme 1.7.2 

Soit f une fonetion de elasse sur un ouvert 12 de IR^ (a, b) G 12, et {h, k) G IR^ tels que le 
segment [a,a+h].Alors : 

II existe 0 G]0, 1[ tel que : 
f{a + h,b + k) = 

f{a,b) + hf'fia,b) + kfy{a,b) + f)){a,b) +2hkf”y{a,b) + k‘^fy{a,b)) + o{{h‘^ + k^)^) 
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1.7. 1.3 Formules de Taylor et notation de Monge. 

df df d^ f d“^ f 

Sionpo.e:p= -{a,b),,= -{a,b),r= s = —(a.b) 

aV, 


et t = 




(a, b), la formule de Taylor prend la forme : 


1 


/(a + h,b + k) = /(a, b) + ph + qk + 2 + 2s/ifc + tk'^) + o((/i^ + 

ou : 

f{a + h,b + k) = /(a, b) +ph + qk + ]^Q{h, k) + o{{h‘^ + 

Exercice d ’application 

Soit / la fonction definie par : 

1- fix, y) = {x- y)^ + + y^. 

(a) Dormer le developpement de Taylor a I’ordre 2. 

(b) Peut-on dMuire le signe de an voisinage de (0,0) ?(pour cela etudier le signe de f{x,x)). 
Soit / la fonction definie par : 

2. fix, y, z) = + 2z^ + 2x — 3y. 

(a) Donner le developpement de Taylor a I’ordre 2. 

3 

(b) Deduire le signe de an voisinage de (—1, -,0) 

1.7. 1.4 Formules de Taylor des fonctions de plusieurs variables 

Theoreme 1.7.3 (Formules de Taylor a, I’ordre 2.) 

Soit U un ouvert de M"' et f une fonetion de elasse de U dans M. 

Pour tout a ^ U, on a, lorsque h = {h\, li 2 , ■■■, hn) tend vers 0 ; 

/(a + h)~ fia) = 

i=idxi^ * 2 i^id'^Xi “ * i<i^j<ndxida 

ou 

fia + h) - fia) = 


ia)dxidxj)+oi\\ h |p) 


T.^,a)hi + -iY.^ia)K+2 ^ 


„ „ (a)dxidxi)+\\ h |r e(h) avee lim e(h) = 0 . 

dxjdxn ■' 


C’est la formule de Taylor-Young. 

Pour la demonstration du theoreme on a besoin du lemme suivant : 


Lemme 1.7.1 

Soit : [0, 1] ^ M une fonction de elasse elasse . Alors 

(fil) = varphi{0) + y? ( 0 ) + f ip"it)il — t)dt 

Jo 

Pour demontrer le lemme il suffit de remarquer que 

ifil) - ¥?( 0 ) = [ ip'it)dt 


et integrer par partie. 
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1.7.2 Developpement limite 
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Definition 1.7.1 

Soit f une fonction definie sur un ouvert 12 de IR^ (a,b) G 12. On dit que f admet un 
developpement limite d’ordre n au voisinage de a s’il existe un polyndme de degre n tel que : 

f(x,y) = Pn{x,y) + (II (x,y) ||)"e(x,y) 
avec A:) = 0 


1.7.2. 1 Developpement limite d’ordre nn. 

Soit / une fonction de classe sur un ouvert 12 de IR^ (a, b) G 12, et {h, k) G IR^ tels que le 
segment [(a,b),(a+h,b+k)]. 

On pent ecrire : 


f^{a + 6h, b + 6k) = f^{a, b) + k) 

hfx(a + 6h, b + 6k) = fy{a, b) + e2{h, k) 

avec : k) = 0 et Hm(^h,k)^{o,o) £ 2 {h, k) = 0._ 

Dans ce cas la formule des accroissements finis prend la forme : 

f{a + h,b + k) = /(a, b) + b) + kf'y{a, b) + hei{h, k) + ke 2 {h, k) 

Mais 

k) = + ^ 1 ^) 

D’ou : hei{h, k) + ke 2 {h, k) = \/}P + k^s{h^ k) 

Et on alors la formule du developpement limite a I’ordre un. 

Theoreme 1.7.4 

La fonetion f admet un developpement limite a I’ordre un et on a : 

f{a + h,b + k) = f{a, b) + hf^{a, b) + kfy{a, b) + \/h'^ + k‘^s{h, k) 


1.7. 2. 2 Developpement limite d’ordre denx 

Si f est une fonction de classe sur un ouvert 12 de IR^ (a, b) G 12, et {h, k) G IR^ tels que le 
segment [(a,b),(a+h,b+k)] 

Theoreme 1.7.5 . 

La fonetion f admet un developpement limite a I’ordre un et on a : : 

f{a + h,b + k) = f{a,b) + hf^{a,b) + kf'y{a,b) + f'^{a,b) + 2hkf”y{a,b) +k^fy{a,b)) + (/i^ + 

k‘^)£{h, k) 


C’est la formule du developpement limite de / en (a, b) d’ordre deux. 
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1.8 Optimisation et calcul des extremums 


Dans cette partie on cherche a etudier I’existance d’extrema d’une fonction de dans M, puis a 
calculer ces eventuels extrema. 


1.8.1 Extrmums libres 

1.8. 1.1 Definitions et generalites 


Definition 1.8.1 (Extrema globaux) 

Suit f une fonction de deux variables definie sur un ouvert D de M” et a = (ai, 02, a„) un 
point de D. 

1. On dit que f admet un maximum global au point (01,02, ■■■,an) si : 

Vx = (xi,X2, ...,Xn) E D f{x)<f{a). 

On ecrit : f{a) = sup(,r)eo f{x) 

2. On dit que f admet un minimum global au point (01,02, ■■■,an) si : 

Vx = (xi,X2, ...,Xn) G D f(x)>f{a). 

On ecrit : f{a) = inf(3,)gQ /(x). 

3. On appelle extremum global un maximum global ou un minimum global. 

4- L’extremum global est strict si I’inegalite est stricte pour x / o. 
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1.8. 1.2 Quelques graphes 
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Fig. 1.14 ~ Maximum Fig. 1.15 - Minimum 



Fig. 1.16 - Point selle 


Dans le cas de fonctions de plusieurs variables, contrairement au cas d’une seule variable, la visua- 
lisations des extrema est delicates. Considerons la fonction 

f{x, y) = l + 30x^ -h 20x^ - - 12x^ -h 

definie sur D =] — 2,2[x] — 1,1[ admet un minimum local et minimum global. Sur le ferme D = 
[—2, 2] x][— 1, 1] la fonction / possede, en plus se deux minnmums sur D, six maximums et six autres 
minimums (situe sur la frontiere de D, dO. = D\D. 

Remarque 1.8.1 

Generalement les deux problemes mathematiques montrer qu’il existe un objet et trouver un 
tel objet son assez differents. Le seeond probleme entraine le premier, il est en general plus diffieile 
d resoudre. Par example, on sait que : 
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Toute fonction continue sur un ferme borne est une application bornee qui atteint 
ses bornes. 

Exemple 1.8. 1.1 

1. Soil la fonction f definie par : f(x, y) = 3 + 2x + 4y — 

On a pour tout (x, y) de ; /(x, y) = 8 — (x — 1)^ ~ {y ~ 1)^ et /(2, 1) = 8 done f admet un 
maximum global au point (2, 1) et ce maximum est : 8. 

2. La fonction f{x,y) = x^y n’admet ni maximum ni minimum au voisinage de (0,0). 




Fig. 1.17 - /(x, y) = 3 + 2x + 4y — x^ — y^ 


Fig. 1.18 - f{x,y) = x^y 


1.8. 1.3 Conditions d’extremums 

Fonction de deux variables et extremums libres. 

Soit / une fonction de deux variables de classe G sur un ouvert 14 de et (a, b) un point de 14. 


■ Conditions necessaires d’optimalite (du premier ordre) 

Theoreme 1.8.1 

Si f admet un extremum au point {a, b) et si elle a des derivees partielles en ce point, alors : 


dx 


{a,b) 


dy 


(a, 5) = 0 


Remarque 1.8.2 

La reciproque de ee theoreme set fausse (prendre la fonetion /(x, y) 


xy). 


■ Conditions sufRsantes d’optimalite (du second ordre) 


Definition 1.8.3 

On appelle point stationnaire ou critique le point solution du systeme : 



If 


dy 


(x,y) = 0, 
(x,y) = 0. 
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Au voisinage d’un point critique (a, 6), la formule de Taylor donne : 
f{a+h, b+k) = f{a, 6)+/i/^(a, b)+kf'y{a, b) + ^{h^ b)+2hkf”y{a, b)+k'^fy{a, b))+o{{h'^+P)‘^). 
Done : 

/(a + h,b + k)~ f{a, b) = y(/"(a, 6)(^)2 + 2f'^y{a, b){^) + fy{a, b)) + o{{h‘^ + k'^f). 

Le signe de /(a + h,b + k) — f{a, b) est celui de : 

y (/x (a, + 2/xt/(o, b){^) + fy{a, b)) au voisinage de (a, b). 

Rappel : (signe d’un trinome) 

Le signe du trinome : T{x) = ax^ + bx + c depend du signe de A = 6^ — 4ac : 

1. Si A < 0, T ne s’annule pas et garde un signe constant : celui de a. 

2. A = 0, T s’annule une seule fois et garde un signe constant : celui de a. 

3. A > 0, T s’annule deux fois, done change signe. 

On deduit done que le signe de : 

^2 I, h // h // 

f{a + h,b + k)~ f{a,b) = y (/,^'(a, 6)(-)2 + 2/"y(a, 5)(-) + /"(a, 6)) au voisinage de (a, 6), depend 
du signe de : 


A = Sq - roto- 

0^ f f f 

■ i"o = -^{a,b), So = to = 

Ces notations sont appelees : Notation de Monge 
alors : 

V(a, 6) = roto - So 


Definition 1.8.4 

On appelle matrice hessienne de f au point (a, b) la matrice : 

( d’^f 52 f \ 


Hf{a,b) = 


\dxdy 

f au point {a, b). 
On a : 




. Son determinant, note \/{a,b) , est appele : hessien de 


Hf{a,b) = roto - 


Theoreme 1.8.2 

1. Si Ttf < 0 alors f n’admet pas d’extremum au point {a,b) ( e’est un point selle). 

2. SiTLf > t) et ro <t), alors f admet un maximum loeal au point (a, b). 

3. SiTLf > t) et ro > t), alors f admet un minimum loeal au point (a, b). 

4- Si Tif, on ne peut pas eonelure. 


Application de la trace 
Definition 1.8.5 

On appelle traee d’une matriee la somme de ses elements diagonaux dans une base queleonque. 
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Definition 1.8.6 

Un polyndme scinde est un polynome qui pent se factoriser en produit d’expressions du ler 
degre. 

X'^ + 2X + 1 = {X + 1){X + 1) est scinde sur M comme sur C 

X'^ + X + 1 = {X + j){X + est scinde sur C mais pas sur M. En particulier, sur C, tous 
les polyndmes sont scindes. 

Definition 1.8.7 

On appelle polyndme caracteristique de la matrice A, le determinant de A — XI„, note : 
PA{X) = det{A-X.In). 


Theoreme 1.8.3 Si le polyndme caracteristique est scinde, la trace d’une matrice est egale a la 
somme des valeurs propres. 


Remarque 1.8.3 

Dans la pratique, le calcul des valeurs propre est unitil. Car X.p = detHf(a,b) et Tr{Hf(a,b)) = 
A + /i 

La matrice Hf{a, b) est symetrique et admet deux valeurs propres reelles A et /U et on a : 
Tr{Hf{a, b) = ro + to = X + p. 

Si par exemple roto — Sq > 0 et tq < 0, les deux valeurs propres sont de meme signe. Comme ro < 0 
on a aussi to < 0 sinon on aurait roto — Sq < 0. Done A + < 0, ce qui entraine que les deux valeurs 

propres sont negatives. On a done un maximum local. 


Theoreme 1.8.4 

1. Si detH f{a,b) < 0 alors f n’admet pas d’extremum au point {a,b) ( e’est un point sells). 

2. Si detHf{a, b) = X.p > 0 et Tr{Hf){a, h) = A + ^ > 0, alors f admet un minimum local au point 
{a,b). 

3. Si detHf{a, b) = X.p > 0 et Tr{Hf){a, b) = X + p < 0, alors f admet un maximum local au point 
{a,b). 

4- Si V(a, b) = 0, on ne peut pas conclure. 


Cherchons sur les extremums de 
/ : (x,y) x^ + y^ . 

On cherche d’abord les points critiques. 


df 2 

— = 3x^ = 0 X = 0, et 
ox 

II n’y a qu’un seul point critique (0, 0). 

d^f 


df 2 

/ = 3y2 = 0 ^ y = 0 
dy 


dx"^ 

d^f 

dxdy 


= 6x = 0 = r en (0, 0) 


= 0 = s en (0, 0) , 
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( 9 ^ f 

— = 6y = 0 = t en (0,0) 

En (0, 0) , — rt = 0, le theoreme ne permet pas de conclure. 

Mais / (x, y) — f (0, 0) = x^ + et / (— x, —y) — f (0, 0) = — x^ — y^ expression de signe oppose. 
Ainsi / (x, y) — f (0, 0) change de signe an voisinage du point critique : (0, 0) est un point col. 
Exercice d’application. 

Determiner les points stationnaires et leurs natures pour la fonction : 

/(x, y) = + 2>xy'^ — 15x — 12y. 

Fonction de trois variables et extremums libres. 

Soit / une fonction de trois variables definie sur un ouvert D de 


On considere le hessien de / defini par 


/ f”2{a,b,c) 

fxy{a,b, c) 

fxz(a,b,c) 

Tif{a,b,c) = fy,j,{a,b,c) 

fy2{a,b,c) 

fyz{a,b] c) 

\ fzx{a,b,c) 

fjy{a,b, c) 

f”2{a,b,c) 


f” 2 {a,b, c) 

fxy{a,b, c) 

f'L{a,b,c) 

detTif{a, b, c) = 

fyxia,b,c) 

fy2{a,b,c) 

fyzia,b]c) 


fzx{a,b, c) 

fzy{a,b, c) 

f” 2 {a,b, c) 


et son determinant 


Theoreme 1.8.5 

Soit un domaine ouvert D de , une fonetion deux fois eontinument differentiable sur D et (a, b, c) 
un point de D. On note V f le gradient et TCf la matriee hessienne de f au point {a,b,c). 

1. Si V f = 0 et si Tif a toutes ses valeurs propres strietement negatives, alors f admet un 
maximum heal en {a,b,c). 

2. Si V f = 0 et si Tif a toutes ses valeurs propres strietement positives, alors f admet un 
minimum local en {a,b,c). 

3. Si V f = 0 et si Tif a au moins une valeur propre nulle on ne peut pas eonelure. 


Une autre version du theoreme. 

Soit un domaine ouvert D de une fonction deux fois eontinument differentiable sur D et (a, b, c) 
un point de D. On note V/ le gradient de /. 

Soient les determinants : 


As 


/"2 (a, b, c) ffy{a, b, c) /"^(a, b, c) 

fyx{a,b,c) f” 2 {a,b,c) f”^{a,b]c) 

b, c) ffy{a, b, c) /"a (a, b, c) 


A2 


f” 2 {a,b,c) ffy{a,b,c) 

fyx{a,b,c) f'^2{a,b,c) 


et Ai = /" 2 (a, 6,c) 


Theoreme 1.8.6 


1. Si tous les determinants Aj strietement positifs pour i = 1, 2, 3, alors f admet un minimum heal 
en (a, b, c). 

2. Si tous les determinants (— l)*Aj strietement positifs pour i = 1, 2, 3, alors f admet un maximum 
heal en (a, b, c). 

3. Si I’un au moins des determinants est nul on ne peut pas eonelure. 
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Exemples 

1. Void une fonction de trois variables. 


f{x, y, z) = + y“^ + z'^ — 4x — 2y — 2z + 4. 

Voici le gradient et la matrice hessienne de . 

/ 4x^ ~ \ 

f{x,y,z) = 2y-2 

\ 2z-2 J 

/ 12x^ 0 0 \ 

'^f{x,y,z) = 0 2 0 

\ 0 0 2 / 

Le gradient s’annule an point(l, 1, 1) , qui est un minimum local, puisque les valeurs propres de 
la matrice hessienne sont toutes strictement positives. II s’agit en fait d’un minimum global. 

2. Voici une fonction de trois variables. 


/(x, y, z) = x"^ - 2x^y + 2y^ + 2z^ + 2yz -2y -2z + 2. 


Voici le gradient et la matrice hessienne de . 

4x^ — Axy 

V/(x,?/, z)=| -2x‘^ + Ay + 2z - 2 
2y + Az — 2 

12x^ + Ay —Ax 0 
'>if{x,y,z) = \ -4x 4 2 

0 2 4 


1 1 . 


Le gradient s’annule en trois points, (1, 1, 0) ,(— 1, 1, 0) et (0, -, -). Pour les deux premiers points, 

O O XX 

la matrice hessienne a toutes ses valeurs propres positives : ce sont des minimums. En (0, -, - ), la 

3 3 

matrice hessienne a deux valeurs propres positives, et une negative. Ce n’est done ni un maximum 
ni un minimum : nous parlerons encore de “point selle” , par analogie avec la dimension . 

3. Voici une fonction de trois variables. 


/(x, y, z) =x'^ - 2x^y + 2y^ + 2z^ + Ayz - 2y - 2z + 2. 

Voici le gradient et la matrice hessienne de . 

( 4x^ — Axy \ 

— 2x^ + 4x + 4y — 2 j 
Ay + Az -2 ) 

/ 12x^ — Ay —Ax 0 \ 

'Hf{x,y,z) = -Ax A 4 . 

V 0 4 4 / 

Le gradient s’annule en tons les points (x, y, z) tels que x = 0 et4y + Az — 2 = 0. En chacun de 
ces points la matrice hessienne a au moins une valeur propre nulle et le theoreme ne permet pas 
de conclure. 
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On utilise la formule de Taylor pour etudier done le signe de : 

f{h, k,^+l)~ /(O, 0, ^), en (0, 0, par exemple. 

On a an point (0, 0, -) : 

7^2 = = 0, /" (0,0, = 4,et f'MO, = 4. 

Done : f{h, k,^ + 1) - /(0, 0, ^) = ^{4k^ + 4P) > 0 ; ee qui prouve que / admet un minimum 

1 13 

loeal en (0, 0, -) et ee minimum est : /(O, 2 ^ ~ 2 ’ 

Remarque 1.8.4 

On sera figilant que les theoremes s ’appliquent a des ensembles ouverts. une fonction definie sur 
un ensemble non ouvert peut admettre des extemums sans que sa differentielle soit nulle. 

Par exemple la fonction f{x,y) = definie sur la boule unite fermee -6(0(0, 0), 1) de centre O 

et de rayon 1 presente des maximums en tout point du bord de . 6 ( 0 ( 0 , 0 ), 1) alors que sa differentielle 
n’est nulle qu’au point 0 ( 0 , 0 ). 

1.8.2 Extremums lies 

1.8.2. 1 Definitions et generalites 

II s’agit de ehereher les extemums d’une fonetion 2 ; = f{xi, x^) dans le eas ou les variables sont 
lies par une relation de la forme : y(xi, ...,Xn) = 0, appelee : contrainte. Pour eeei on utilise deux 
methodes : Methode de substitution et Methode de Lagrange. 

1.8. 2. 2 Methodes de calcul des extremums 

Soit / et y de plusieurs fonctions de plusieurs variables avec : y(xi,X 2 , ■■■,Xn) = 0. 

Methode de substitution. 

La methode de substitution consiste a : 

1. Definir les differentes variables xi , X 2 , X 3 ,... ; 

2. Ecrire I’objectif en fonction des variables ; Ecrire toutes les contraintes ; 

3. Exprimer, en utilisant les contraintes, toutes les variables en termes d’une seule ou des variarbles 
en fonctions du reste (par exemple X 2 = /i(xi) , X 3 = / 2 (xi) , ...) ; 

4. Substituer ces expressions dans I’objectif ; 

5. Optimise!’ une fonction d’une seule variable. 

Remarque 1.8.5 

La fonction a optimiser peut souvent dependre de plusieurs facteurs. Par exemple, les profits realises 
peuvent dependre du cout des ressources, du nombre d’employes, du prix de rente. Comment optimiser, 
sous contrainte, une fonction a plusieurs variables ? 

La difficulte reside dans le fait que nous sommes confrontes a plus d’une variable. La resolution 
d’un tel probleme fait appel a la methode dite de substitution, le resultat etant la reduction du nombre 
de variables. 
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Cas de deux variables 

Soit a optimiser la fonction : / sous la contrainte g{x, y) = 0 . 

Soit (a, b) tel que : g{a, 6 ) = 0 et g'y{a, b) ^ 0. 

On suppose que g'^ et g'y sont definies et continues sur un voisinage de (a, b). 

Alois d’apres le theoreme des fonctions implicits il existe une fonction (p d’une seule variable telle 
g{x,ip{x)) = 0 , 
b = (/?(a) 


que 


g'{x,ip{x)) 


On se ramene done a determiner les extremums d’une fonction d’une seule variable 
f{x,ip{x)). 


h{x) = 


La condition necssaire s’ecrit : h' {x) = 0, pour determiner les points xq. stationnaires. 


La condition suffisante s’ecrit : h"{xo) / 0 : 

J h'{xQ) > 0 , f admet un minimum; 

[ h' { xq) < 0 , f admet un maximum ; 

Exemple.l. 

Determiner les extremums de la fonction /(x, y) = Axy sous la contrainte : 

= 0 . 

Exemple.2. 

Une compagnie produit et distribue de la boisson gazeuse. Les contenants (canettes) ont une forme 
cylindrique de hauteur h et de rayon r. Afin de reduire les couts, Kola veut minimiser la surface d ’alu- 
minium necessaire a la construction des contenants. Cependant, ils doivent s’assurer qu’un contenant 
ait un volume de 1287 rcm^. Quels sont les dimensions du contenant qui realisent I’objectif et satisfait 
la contrainte ? 


Solution. 2. 

1. Definir les diff^entes variables xi , X 2 , X 3 ; 
r : rayon du cylindre (r > 0 ) 

h : hauteur du cylindre (/i > 0 ) 

2. Ecrire I’objectif en fonction des variables ; Objectif : minimiser la surface du contenant : 

MinS{r, h) = 27r.r^ -|- 2iT.r.h 


3. Ecrire toutes les contraintes 
volume = 1287T et volume = n.r'^h. 

4. Exprimer, en utilisant les contraintes, toutes les variables en termes d’une seule (par exemple 
X2 = fi{xi) , X3 = f2{xi) ,...) : 

De I’expression : vr.r^/i = 128vr, on isole h : 
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5. Substituer ces expressions dans I’objectif; 
S(r, h) = 2vr.r^ + 2tx. r.h 

128 

On pose : ip{r) = 2.vr.r^ + 2.7r.r.( — ^). 

256 

Done : (/?(r) = 2.vr.r^ + 7r.( ). 

r 

6. Optimiser. 


256 

On a : ‘p'ir) = (2.7r.r^ + 2.7r.r.( ))'. 

r 

Un point stationnaire est obtenu lorsque :S'{r) = 0 on 
/256, 

4.7T.r — vr( — y) = 0 ^ r = 4. 

II faut s’assurer qu’on retrouve bien un minimum en ce point : 

256 512 

Or ^"{r) = (4.7T.r - 7 t(^))' = 4.vr + vr(^)). 

Pour r > 0, la derivee seconde est toujours positive. La fonction S est 
qui implique que le point stationnaire r = 4 constitue un minimum absolu. 
de h est obtenu de la relation : 


done toujours eonvexe, ee 
La valeur eorrespondante 


y.2 

La surfaee est minimisee lorsque r = 4 et h = 8. 

Remarque 1.8.6 

La resolution par substitution demeure un moyen tres efficace, meme dans les problemes ayant plus 
de deux variables. 


Cas de deux variables et deux contraintes 

Etudier les extremums de la foetion / definie par ; f{x, y,z) = — xy + z + 4 sous les 

, . , ( X = y 

eontramtes : s 9 o 

1 ^ x"^ + y + z = 5 

Example. 3. 

Avee exaetement 2700cm^ de earton, nous d&irons eonstruire une boite (largeur x, profondeur y, 
hauteur z) pouvant eontenir un volume V. Nous exigeons que la largeur de la boite soit le double de 
sa profondeur. Nous aimerions maximiser le volume que peut eontenir cette boite. Quelles valeurs de 
X, y, z realisent notre objectif. 

Solution. 3. 

1. Definir les diffCTentes variables xi , X2 , X3 ,... ; 

X : largeur de la boite (x > 0) 

y : profondeur de la boite (y > 0 ) 
z : hauteur de la boite {z > 0 ) ” 

2. Ecrire I’objectif en fonction des variables ; 

Objectif : maximiser le volume de la boite Maxv{x, y, z) = xyz 

3. Ecrire toutes les contraintes ; 

1. Surface du materiel disponible 2700m^ 

2xy + 2yz + 2xz = 270 (1) 

2. Dimensions exigees : x = 2y 
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4. Exprimer, en utilisant les contraintes, toutes les variables en fonction d’une seule. 


On a X = 2y La variable x est exprimee en fonction de y dans la contrainte 2 : x = 2y 
En substituant cette expression dans la contrainte (1), nous pourrons aussi exprimer z en fonction 
de y : 

2xy + 2yz + 2zx = 2700 2{2y)y + 2yz + 2z{2y) = 2700 4y2 + 6zy = 2700. Done z = 

2700 - 4y2 

6y 

5. Substituer ces expressions dans I’objectif d’obtenir une onction d’une seule variable : 

ip{y) = 900y - ^y^ 

6. Optimiser. 

Cherchons les points stationnaires : 

4 

(p'{y) = (900y - -y^)' = 0 4^ 900 - 4y^ = 0 

O 

=> ?/ = 15 on y = —15. 

Or, seule la valeur y = 15 est acceptable puisque les dimensions de la boite doivent etre positives. 
II faut s’assurer qu’on retrouve bien un maximum en ce point : 

<^"(y) = (900y - ^y^)" = -8y 

Sur le domaine y > 0, la derivee seconde est toujours negative. 

La fonction V est done toujours concave, ce qui implique que le point stationnaire y = 15 constitue 
un maximum absolu. 

Les valeurs de x et de z correspondantes sont x = 2y = 2(15) = 30 

Le volume de la boite est done maximise lorsque ses dimensions sont x = 30 , y = 15 , z = 20. 

Methode de Lagrange. 

La methode de Lagrange est une methode permettant de resoudre les problemes d’optimisation 
sous contrainte. Supposons que le probleme soit de trouver les extremums d’une fonction de plusieurs 
variables /, tout en imposant des contraintes sur les valeurs de celle-ci, definie par : y(xi, X 2 , ..., Xn) = 0. 
Cette methode consiste a introduire une inconnue scalaire supplement aire, appelee multiplicateur de 
Lagrange, par contrainte. Ensuite, on forme une combinaison lineaire de la fonction et des contraintes, 
les coefficients des contraintes etant les multiplicateurs de Lagrange. Le probleme passe ainsi d’un 
probleme d’optimisation avec contrainte a un probleme non contraint, qui peut etre resolu par une 
methode adaptee. 

Techniques de calcul des extremums sous contrainte en dimension 2. 

Soit a optimiser la fonction de deux variables / sous la contrainte y(x, y) = 0, ou / et y sont de 
classe 

Pour resoudre le probleme, on forme la fonction auxiliaire appelee : Lagrangien : 

L{x,y,X) = f{x,y) + \g{x,y) (2) 

L{x, y. A) = /(x, y) + Ay(x, y) 

1- On determine les points stationnaires (xo,yo) et Imultiplicateur auxiliaire Aq de L : 
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L'x{x,y,X) = f'x{x,y) + ^gx{x,y) = 0 (3) 

L'y{x, y, A) = fy{x, y) + \g'y{x, y) = 0 = 0 (4) 

L'\{x,y,X) = g{x,y) = ti (5) 


2- On detrmine le hessien de L ,{xo,yo, Xq). 



L"2 

L'Ly 

T" 

^xX 

det7iL{xo,yo, Aq) = 

T" 

^yx 


T" 


T" 

T" 

T" 


Theoreme 1.8.7 

1. Si detTCiixo, yo, Xq) > 0, / admet un maximum. 

2. Si detTCiixo, yo, Xq) < 0, / admet un minimum. 

3. Si detTCiixo, yo, Xq) = 0, on ne peut pas conclure. 

Exemple. Etudier les extremums de la fonction / sous la contrainte dans le cas suivant : 
f{x, y) = x^y^ et y(x, y) = x + y- 5 = 0. 

1.8.3 Etudes d’extremums sur un ferme 

Dans cette section puisque’on s’interesse aux sous ensembles de M” un ensemble ferme E sera defini 
a partir de fonctions continues de la fagon suivante : 

E = {x = {xi,X 2 , ...,Xn) G M"'; f{x) < 0} 
on 

E = {x = {xi,X 2 , ...,Xn) G M"'; f(x) > 0} 

un ouvert O sera defini par : 

O = {x = (xi,X 2 , ...,Xn) G M”; f(x)<0j 

on 

O = {x = (xi,X2,...,Xn) eW; f(x)>0j 


Theoreme 1.8.8 Soit f : K <Z M"' ^ M continue avec K un compact, alors f{K^ est un compact. 
En particulier fonction atteint ses homes sur K. 
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